Capitulo 1

El plano complejo

1.1 Formas posibles para escribir un nimero complejo

cartesiana bindmica polar \ trigonométrica  exponencial

a,b a+bi ry r [lcos O +isen® re®

1.2 Propiedades de los nimeros complejos

2,+7,=7, %17, 3,1, =711, Re(z)zizi”m(z)zzgi
21 =] 27 =[¢]] |2, 02, | = [z Tz |
LA T, ~|z| < Rez) <] ~|z| < m(z) <7
z,| |z,
R 1 =T Y A SR SN P DY I YN I
argZ = -argz
1.3 Operaciones con nimeros complejos
e suma: z, +z, =xl+iyl+x2+iy2=(x1+x2)+i(yl+y2)
+ producto: 2,2, =ty [Py = (r P)ave
« division: i:r—ez%% si 2, #0
ZZ pa —a
« potencias: 2" =r"ng
e raices: Vz = (Q/F)w con k=01,..,n-1

n
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 exponencial: e’ =e® [{cosh +isenb)

7,” =e

e razones trigonométricas: cosz =

arg(ez):b

2,00 z;

eiz +e—iz eiz _e—iz

Senz =

sen?z+cos?z =1

sen(z, +z,)=senz, cos z, * cos z,senz,

cos(z, * z,) = cos z, cos z, F senz,senz,

sen(-z)

. - e
e razones hiperbolicas: coshz =

= -senz cos(-z)=cosz

—iz z

e
senhz =

z

+e

cosh z —senhz =1

senh(z1 * zz) =senhz, cosh z, * cosh z;senhz,

cosh(z1 * zz) = cosh z, cosh z, +senhz,senhz,

« logaritmos: Ln(z) =Inr +i(6+2km) con kOZ

1.4 Otras propiedades

«  Férmula de De Moivre: 2" =[r f{cos6 +isend)]" = r" C{cosné +isenns)

e lgualdad de Euler: e® =cosa +isena

1.5 Conjuntos de puntos

Dado un conjunto S, un punto z perteneciente al mismo puede ser:

e punto de acumulacion:

e conjunto cerrado:

e conjunto acotado:

si cualquier entorno perforado de centro z contiene
puntos de S.

un conjunto S es cerrado si contiene a todos sus puntos
de acumulacion.

un conjunto es acotado si se puede hallar una constante
M tal que |z| <M para todo punto zen S.
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e punto interior:

e punto exterior:

¢ punto frontera:

e conjunto abierto:

e conjunto conexo:

e regién abierta o dominio:

¢ clausura de un conjunto:

e region cerrada:

si existe un entorno de centro z cuyos puntos pertenecen
todos a S.

si existe un entorno de centro z donde ningln punto
pertenezca a S.

si cualquier entorno de centro z contiene tanto a puntos
gue pertenezcan a S como a puntos que no pertenezcan.

un conjunto S es abierto si consiste Unicamente de
puntos interiores.

un conjunto abierto S es conexo si cualquier par de
puntos del conjunto pueden ser unidos por un camino
formado por segmentos recta contenidos en S.

un conjunto abierto conexo es una region abierta o
dominio.

si a un conjunto S se le agregan sus puntos de
acumulacin, el nuevo conjunto se llama clausura de Sy
s un conjunto cerrado.

la clausura de una region abierta o dominio se Ilama
region cerrada.

Resumen de Variable Compleja y Andlisis de Fourier

Luis F. GIMILIO BARBOZA pagina 3



Capitulo 2

Funcion compleja de una variable compleja

2.1 Definicion de funcidn de variable compleja

Sea A un subconjunto del plano complejo C. Se denomina funcién compleja de una variable compleja
a toda aplicacion f tal que a cada z O A le hace corresponder un elemento, w= f(z)OC.

e dominio:  El dominio de una funcion es el mayor subconjunto de C donde tenga sentido la funcion.

Toda funcidn se puede escribir mediante el siguiente par de funciones de dos variables reales:

f(z) =u(xy) +iv(xy)

2.2 Limites de funciones. Propiedades
Definicion de limite:

lim f(z)=L = Oe>0 [3>0/0<|z~z,|<Sentonces |f(z) -L|<e

72512,

e Ilimf(z)=L =, lim u(x,y)=Hy lim v(xy) =K
( ) (x¥)-(x0.%0)

-2, x,y)ﬂ X0+ Yo
* El limite de una funcién, si existe, es Unico.

» Silafuncion f(z) tiene limite finito en z,, existe un entorno de este punto donde dicha funcion esta
acotada. (se entiende como funcidn acotada aquella que su maédulo lo estd).

« lim f(z)=L O lim|f(z)|=|L|. El reciproco sblo es cierto si z, =0.

72517,

2.3 Continuidad de las funciones elementales

Una funcidn es continua si:

- existe lim f(z)

751,
- existe f(z,)
- soniguales

Resumen de Variable Compleja y Andlisis de Fourier  Luis F. GIMILIO BARBOZA pagina 4



Una funcidn es uniformemente continua si:

- escontinua en un entorno cerrado y acotado

e funcién polindémica:

» funcién racional:

« funcion exponencial:

e funcién logaritmica:

« funciones trigonométricas:

 funciones hiperbolicas:

Siempre son continuas.

Del tipo f(z) = P2 . Continuas donde Q(z) #0.
Q(2)

Siempre son continuas.

Del tipo f(z) =Inz =In|z|+iargz con a<argz<a+2m
Continuas salvo en los puntos donde 6 = a .

senz y coSsz son siempre continuas.

tgz sélo es continua donde cosz #0.

Igual que las trigonométricas.
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Capitulo 3

Derivada de funciones de variable compleja

3.1 Definiciones y propiedades elementales

Sea U un subconjunto abierto del plano complejo C, f(z) una funcién de U en Cy z, un punto de
U. Diremos que f(z) es derivable en z, si existe el limite:

f(zo +h)_ f(Zo) _ f'(zo)

tim 4 A= 1) _ i, =
h

7512, 77— Zo h-0
» Sifesderivable en z,, es continua en dicho punto.

« Una funcion es analitica en un punto si es derivable en todos los puntos de algin entorno de dicho
punto.

Si una funcion es analitica en todo el plano complejo, se denomina funcion entera.

3.2 Condiciones de Cauchy-Riemann

fesderivableen z, = u(x,y) y v(x,y) son diferenciables y o = LAV = v
ox oy = oy OX

» Se denomina punto singular de una funcion a cualquier punto z, para el cual, en todo entorno de él,
existe algun punto donde la funcién no es derivable.

« Una funcién es armonica si verifica la ecuacion de Laplace:

_0U U _

AU +
ox?  oy?

0

* Si una funcién es analitica, sus componentes u y v son armonicas.

e Si f es analitica en una region R, entonces f'(z), f''(z),... son asimismo analiticas en R, es decir,
todas las derivadas de orden superior existen en R.
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d
—Senz =cosz
dz

d
—tanz =sec’ z
dz

d
—secz=secz[anz
dz

d 1
—Inz==

dz z

d .

—arcsinz =

dz 1-2°
d

—arctanz =

dz 14 72

3.3 Derivadas de funciones elementales

d—Z” =nD”_1

z

d

d—aZ =a’lna
z

d
—C0SZ = —senz
dz

d
—cotz=-csc’z
dz

d
—scz =-cscz[totz
dz

d 1
—Ilog, z==log, e
dz z

d
—arccosz = —
dz 1-2?

etc...
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Capitulo 4

Integracion compleja

4.1 Curvas. Conjuntos conexos

. arco: y(t) = a(t) +iB(t) con tOfa,b]

e arco diferenciable: si las funciones a y (3 son derivables y sus derivadas son continuas.

« longitud: L :Jf,/[a-(t)]z +[B(t) 2 dt

» arco simple: si no se corta a si mismo: t, Zt, O y(tl) Z y(tz)

 arco cerrado: si empieza y acaba en el mismo punto: y(a) = y(b)

e conjunto conexo: si dados dos puntos existe un arco diferenciable a trozos que los une

tal que todos los puntos del mismo estan en el conjunto.

e conjunto simplemente conexo: si su complementario en C es conexo.
(si no tiene agujeros)

e dominio: conjunto abierto y conexo

4.2 Integral compleja

Definiciones:

J'bg (t)ydt = J'bx(t)dt + iJ'by(t)dt
. J’b(a +ib)g(t)dt = (a + ib)J'bg (t)dt

+ [lo.0+ o, @l = o, 00t + [0, et

b
. “’g(t)dt

< J’a t[g(t)|dt
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Integral de linea:

[z = Jf[u(x(t), y()+i (), yO ] fix (0 +i 3 )] it

Ic f(z)dz = J'bf [2t)]z (t)at

Propiedades elementales:

J'_(l:‘ (2)dz = —Lf (z)dz

J;f (2)dz = J;f (z)dz +J;f (z)dz

J’C[af (2) +Bg(2)]dz = O(Lf (z)dz + BJ'Cf (2)dz

\J;f (2)dz

sJ’Tf (2)| O’ (t)|dt < ML con M cota superior de |f (z)| y L longitud de C

4.3 Teoremas

Teorema de Cauchy

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio, D, del plano complejo y sea C un arco cerrado y
diferenciable a trozos tal que, tanto él como su interior, estdn contenidos en D. Entonces,

J'Cf(z)dz =0.

Teorema de Morera

Reciproco al de Cauchy: si J’f(z)dz =0 con f(z) continua O f(z) esanalitica
C

Teorema de Green

En el plano real:

ide +Qdy :JJ 6(3 —Z—S@Xdy

En el plano complejo:

iF(z,Z):ZiIJZ—;dA
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4.4 Primitivas

n+l

J’z”dz =2 _conn#-1
n+1

J'ezdz =g’

J’senzdz =-C0sz

J’tan zdz =Insecz = —Incosz
J’sec 2dz = In(sec z + tan z)
J’secz zdz =tanz

J’sec ztan zdz =secz
J’senhzdz = cosh z

J’tanh zdz = Incosh z
J’sechzdz = arctan(senhz)
J’sechzzdz =tanhz

J’sechz tanh zdz = - sechz

J'——szi = = In% + mﬁ

InBﬁH

Iz —a2 2a [z+a

J'\/z +a dz-—\/ +a i%ln% 2’ +a ﬁ J\/a =

* (asenbz - bcosbz)
a’ +b?

e
J’e"“senbzdz =

J'%zlnz

a
J'azdz =
Ina

J'cos zdz = senz

Icot zdz = Insenz

Icsc 2dz = In(cscz - cot z)
J'cscz zdz = —cot z

J'csc zcotzdz = —cscz
Icosh zdz = senhz

J'coth zdz = Insenhz
J'cschzdz = —arccot(cosh z)
J'cschzzdz =—cothz

Icschz coth zdz = —cschz

dz 1 z
I —— = —arctan—
z2+a? a a

= arcsen —

-

1 a
= —arccos—

dz
Iz\/zz—a2 a z

2

Ja‘ —z° +—arcsen—
2 a

z
2

e* (acosbz + bsenbz)
a’ +b?

J'eaz cosbzdz =
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Capitulo 5

Formula de Cauchy

5.1 Formula integral de Cauchy

Proposicion: Si g(z) es una funcién analitica en un contorno cerrado y simple C junto a su interior
salvo, a lo sumo, en un punto z, interior a C y si C’* es otra curva cerrada y simple contenida en C, que

contiene en su interior a dicho punto z,, se tiene que J’Cg(z)dz =J'cg(z)dz

Proposicién: Sea C una curva cerrada y simple y sea z, un punto interior a la regiéon que encierra.

Entonces:
dz

L=, =

Formula integral de Cauchy

-1 f@
f(ZO)_ZTu' cz—zodZ

Formula integral de Cauchy para las derivadas

n) - LI f(Z)
f (zo) ZWJ;—(Z - zo)”ﬂ dz

* Si f(z) esanaliticaen un punto z,, todas sus derivadas son analiticas en el mismo punto.

5.2 Otros teoremas

e Desigualdad de Cauchy: si f(z) es analitica dentro y sobre un circulo C de radio r y centro en
z =a, entonces:

|f”)(a1$MrnDh! con n=012,..

Donde M es una constante tal que |f (z)| <M sobre C.
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Capitulo 6

Sucesiones y series. Teorema de Taylor

6.1 Series numéricas

Definicion: Se denomina sucesion de nimeros complejos a toda aplicacion f del conjunto de los nimeros
naturales al de los nimeros complejos.

¢ Las sucesiones se pueden estudiar atendiendo a su parte real e imaginaria:

limz, =z = limx, =x y limy, =y
n-o

n—co n- oo

o De igual forma para las series:

o 3 3

Zzn converge < an y Zyn convergen
n=. n=. n=.

e Series absolutamente convergentes:

3

Z z, esabsolutamente convergente Z |z,| es convergente
n= n=

6.2 Series de funciones

Definicién: Sea H un subconjunto de C y una sucesién de funciones f, (z), definidas sobre H. Se

denomina serie de funciones a la serie Z f, (z)

n=.

e Al igual que con las series numéricas, si una serie de funciones es absolutamente convergente, es
convergente.

6.3 Series de potencias

Las series de potencias son un caso particular de las series de funciones. Se trata de aquellas sucesiones

de laforma f,(z)=a,(z-2z,)", cuya serie sera i a,(z-z,)" .

n=
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3

Lema de Abel: Sea Zan (z —zo)n una serie de potencias y supongamos que para un determinado
n=i

r, >0 existe un M >0 tal que |an| [F," <M para todo n=0.2,.. Entonces, para todo niimero r con

0<r<r, laserie Z a, (z - zo)” converge absoluta y uniformemente en los discos |z - zo| <r.
n=|

e Sea p el supremo de todos los r para los que Z|an|D” es convergente. Al nimero p se le
n=l

0

denomina radio de convergencia de la serie Z a,(z-2,).

n=

« Si existe cualquiera de los siguientes limites:

limifa,[=R 6 lim
n- oo n_.oo|

El radio de convergencia sera:

ool
R

« Una serie de potencias con radio de convergencia distinto de cero define una funcién analitica. Es
infinitamente derivable.

6.4 Teorema de Taylor

Sea una funcion f (z) analitica dentro y sobre una curva cerrada simple C. Se puede escribir:

)= 1(e)s Fe)ile-2,) v el ) o ol gy )y

2! 3 n!

e La region de convergencia de la serie anterior esta dada por |z—zo|< R, donde el radio de
convergencia R es la distancia desde z, a la singularidad mas proxima de la funcién f(z).

» Sisetomael valor z, =0 se obtiene la serie de MacLaurin.

¢ Algunas series importantes:

e’ = 1+z+—2+£+,,,+£ |z| <o
21 3 n!

senz = Z_i"'i—...(—l)"‘l 72 |z|<oo
3 5 EZI’l—li

cosz = 1-lal - (-2 2 l¢] < oo
214 f2n—2i
2 3 n

In(L+z) = z—27+%—...(—1)"’1zT 7 <1
3 5 2n-1

arctanz = 72— 42— (1) 2 7 <1
3 2n—él

@+z)> = 1+ pz_'__pp—l)zz_'_m_'_—pp—l)..(p—n+1)zn |7 <1

2! n!
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Capitulo 7

Teoremas sobre funciones analiticas

7.1 Desigualdades de Cauchy

Sea f(z) una funcion analitica en un disco abierto centrado en z, y de radio R. Si 0 <r <R, denotamos
por M (zo,r) = maxﬂ f (z];|z - zo| = r} . Entonces se verifica que para n =0,1,2,... es:

f”)(ZOXSrL:Mf(ZO,r)

7.2 Teorema de Liouville

Si f(z) es una funcion entera y acotada, es decir, |f(z) <M paratodo zOC entonces f(z) es una
funcion constante.

7.3 Teorema fundamental del algebra

Todo polinomio de grado mayor o igual que uno con coeficientes complejos admite, al menos, una raiz
compleja.

7.4  Principio de los ceros aislados

e Sea D undominiode Cy f(z) una funcion analitica en él. Supongamos que existe una sucesion de
puntos de D, (z,).,, tal que limz, =z, con z, #z, y f(z,)=0 paratodo n=12,.. Entonces,
f(z) =0 para todo z de D.

+ Sea f(z) una funcién analitica en D, no idénticamente nula. Entonces, los ceros de f(z) en D son
aislados.

¢ Si dos funciones definidas en un dominio D coinciden en un cierto entorno, entonces coinciden en
todo D.
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7.5 Principio del moédulo maximo

o Si f(z) es una funcion analitica y no constante en un dominio D, entonces |f(z] no alcanza el
maximo en D.

o Si f(z)es analitica en un conjunto A cerrado y acotado y f(z) no es constante, el maximo de |f(z]
se alcanza en un punto de la frontera de A.

7.6 Teorema del argumento

* Sea f(z) una funcion analitica en una curva C cerrada junto a su interior, salvo en un punto z, donde

tiene una singularidad que es un polo de orden p, y sea z, un cero de f(z) de orden m. Entonces, se
verifica:

1 f'(z)
— dz=m-
2Tli.£3 fizi P
e Si f(z) es analitica en una curva cerrada y simple junto a su interior salvo en un nimero finito de

polos, cuya suma de 6rdenes es P, y posee un nimero finito de ceros, también aislados, con suma de
multiplicidades M, entonces:

EL%dZ:M -P

7.7 Formulas integrales de Poisson

e Formula integral de Poisson para un circulo:

). 1 7" R*-r? i
flre )_E o R?-2Rrcos(a -6)+r? f{Re" o

Si definimos f como f (r,a) = u(r, 0()+ i Ij/(r, 0():

()= [ e R0
uir.a _ETJ:) R2—2chos(or—(§))+r2uR'e 0

1 R -r?
M= ZTE.[J R? - 2Rrcos(o —0)+r?

v(R,6)de

e Formula integral de Poisson para un semiplano:

+00

f(z):TlJ_ (t_f)}f—z(i)yzdt

0
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Si definimos f como f (x, y) = u(x, y)+ i Dv(x, y):

e yljlltO

obs)=f

x y T[J.+°° yEVtO
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Capitulo 8

Series de Laurent

8.1 Teorema de Laurent

Sea D={z0C/R, <|z~2,|<R;} con 0<R, <R, yunafuncion f(z), analitica en D. Entonces, para

cada z[OD, se verifica que:

Donde:

Donde:

f (w)

1 flw)
6 = 2Tli.[r (w-z,)™ aw

¢ Toda funcién analitica se puede expresar mediante su desarrollo de Laurent. El desarrollo de Taylor
de una funcién es una parte del desarrollo de Laurent (més concretamente, aquella formada por los

términos a, ).

« Por lo tanto, si una funcién no tiene puntos singulares, su desarrollo en series de potencias sera de la
forma Taylor. Si incorpora singularidades, el desarrollo sera de Laurent, quedando un desarrollo de
Taylor si las singularidades son evitables.

e Al conjunto de elementos de la serie de Laurent que tienen los términos a, se le llama parte
analitica, y a los términos de b, se la llama parte principal.
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8.2 Algunos desarrollos especiales

_ 1 1 _ 1 1 :
eez = z 22@2 2 -1 22—4T[2+22—9T[2 E
secz = 3 + S - E
wz 22 @2l -z22 (maf-z22
tanz = L + L + E
TVZ 2’ 3TV2) 2° (5TV2)2— 2
-1
cotz = z+22@z —T[2 z —41'[2 z? —9T[2+ @
1.0 1 1
cschz = z ZZEZ 2+ 2 +4Tr2 z +9Tr2 E

sechz = WE( 3 + > —E
w2l +2¢ (Bm2)f +2¢  (w2) +2°

e = E “+ (o) z+(§wz) (1rvz)2 E

1 1
cothz = —+22B B
z Z?+ 1 zz+4rr2 z +9Tt2 0

Por altimo, no conviene olvidar los siguientes desarrollos de potencias, Gtiles para el calculo de series de
Laurent:

Siempre que sea w<1.
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Capitulo 9

Residuos y aplicaciones

9.1 Singularidades. Clasificacion

Atendiendo a la forma que presenta el desarrollo de Laurent de una funcion, podremos determinar el tipo
de singularidad que presenta.

Si una funcion tiene alguna singularidad, entonces:

e Si todos los coeficientes de la parte principal del desarrollo de Laurent son nulos, entonces la
singularidad es evitable.

« Sila parte principal del desarrollo de Laurent posee un nimero finito de términos, dados por:

8

a a
+—2 4+ .+ -n

2-2, (z-2,) = (z-2)

Se dice que z =z, es un polo de orden n.

» Si existen infinitos términos en la parte principal, serd una singularidad esencial.

9.2 Residuos

Se denomina residuo de la funcién f(z) en el punto z, y se representa por Res[f(z)z =2z,] 0 a,(z,)
al coeficiente b que aparece en el desarrollo en series de Laurent de la funcion f(z) en potencias de
Z-1,.

« Para poder calcular un residuo, se emplea la siguiente formula:

Res[f(z2)z = z,] = lim ﬁ%kz -7,) f(z)]

-1,

Donde k es el orden del polo correspondiente.

e Teorema del residuo: Sea f(z) una funcidn analitica en una curva simple C, y cerrada junto a su
interior salvo en un ndmero finito de puntos z,,z,,...,z, del interior de esa curva. Entonces:
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J'cf(z)dz =2niZReS[f(Z)Z =7,

e También podemos calcular los residuos definiendo una funcion g(z) tal que f(z)=(—

siempre que g(zo) # 0. Entonces:

Res[f (2} 2 =2,] = gk_l)_(le)

k-

Y si es un polo simple:

Res[f (z)z= Zo] =9(z,)

9.3 Célculo de integrales reales

Como regla general, deberemos escoger un recinto adecuado para el célculo de la integral. Aplicando el
teorema del residuo, igualaremos la integral a la suma de los residuos asociados a las singularidades del
interior, multiplicado por 2mi. Entonces, descompondremos la integral en suma de integrales a lo largo
del recinto, haciendo tender por Gltimo R — o .

Veremos algunos casos usuales:
27T

* Integrales de la forma IH (sen X,C0S x)dx
0

Donde H es una funcion racional.
Se resuelven haciendo el cambio:

z-z77" z+27 dz
COSX =

Sen X =

La integral queda, entonces:

21

J;H (sen x,cos x)dx = Zmi Res[f (z)z= zj]
=

» Integrales de la forma Jfﬁ (x)dx

Siempre que H no tenga polos en el eje real, y el grado del polinomio del denominador es, al menos,
dos grados mayor que el del polinomio numerador.

Tomando como recinto de integracién una semicircunferencia de radio R donde Im(z)=> 0, queda:

k
A+iB=2T|iZRes[H(z);z=zj]
A

R )
élfrgc'[RH (x)dx =V.P.J'_°I:| (x)dx = A
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* Integrales de la forma fH (x) sen xdx; J’mH (x)cos xdx;J’m H (x)e™dx
Donde lim H(x) =0 y no tiene polos sobre el eje real.
Se resuelven igual que las anteriores, teniendo en cuenta la desigualdad de Jordan:

) T Reent i
Si R>0 entonces I e Rentgt < 2
0

* Integrales de la forma fiax)dx con 0<a<l
o X

Se resuelven rodeando la singularidad. La integral que queda es:

H (x)

a2ma

x'e

dx

Lmdz :J'CR H(az) dz +J’6 HX(aX) dx +J' iaz)dz +J’6R

z? z - Z

Haciendo R - o y 6 - 0.
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Capitulo 10

Transformaciones. Aplicaciones

10.1 Transformacion conforme

Una funcién f(z) de variable compleja diremos que es conforme en un punto z, si es analitica en ese
punto y, ademés, es f'(z,)#0.

« Una funcion es armoénica si verifica la ecuacién de Laplace:

0°U N 0°U
ax? oy’

U(x,y) esarmonica « [°U =AU = =0

» Problema de Dirichlet:
Encontrar una funcién u(x, y) derivable dos veces, verificando:

d%u  0%u _

E Y

- u(xl y) = uo
* Problema de Neumann:

Encontrar una funcion u(x, y) derivable dos veces, verificando:

0%u 9%
- _+_:0
ox? oy’

- —=0
on
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10.2 Transformaciones elementales

e Traslacion:
Se denomina traslacion a la aplicacion w =z +b, donde b es un nimero complejo dado.
Esta aplicacién se puede escribir como:

U=Xx+X,

V=Yy+Y,

e Transformacion lineal:

Se denomina transformacion lineal a la aplicacion w =az +b, donde a y b son nimeros complejos y
az0.

Esta aplicacién se puede escribir como composicién de las aplicaciones:
w=Z+Db Z=az

Esta transformacion supone una dilatacion, un giro y una traslacion.

e Transformacion bilineal:
Se denomina transformacion bilineal a la aplicacién:

az+b
W:
cz+d

Debemos imponer las siguientes condiciones:

- cz0

- bc—-ad #0

Esta transformacion se puede escribir de la forma:

bc-ad 1
+
c cz+d

a
w=—
c

Se puede entender como la composicién de las siguientes aplicaciones:

W=3+MU U=l Z=cz+d
c c z

» Exponencial: son de la forma w=¢e*.

e Logaritmica: son de la forma w = In(z), que es analitica en todo el plano complejo salvo en una
semirrecta con origenen z =0.

« Potencial: son de la forma w=z", analitica en todo el plano complejo salvoen z =0.
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Capitulo 11

Series de Fourier

11.1 Nociones preliminares

e Funcion periddica:

Funcidn periddica de periodo 2p:
f(x+2p)= f(x)

- Si una funcion periddica tiene de periodo 2p, también es periddica y de periodo 2np, donde n es
cualquier nimero entero distinto de cero.

- Dada una funcion periddica f(x), de periodo 2p, paratodo | # 0 se puede encontrar otra, a partir de
ella, también periddica y de periodo 2l . Basta con hacer el cambio:

t:xl— g(t):fEIBB
p ol o

- Si f(x) es periodica y de periodo 2p entonces J'bf (x)dx = bltz x)dx .

a+2p
« Funciones continuas y derivables a trozos:

Dada una funcién f(x), con valores reales o complejos, definida en un intervalo [a, b] , se dice que es
continua a trozos si existe una particion de dicho intervalo, a =x, <x, <X, <..<x, =b tal que
f(x)es continua en cada subintervalo (xi,xi+l) para i =01..,n-1 y existen, y son finitos, los
limites por la derecha de los puntos x; para i =0,,...,n-1 y los limites por la izquierda de x; para
i=12,..,n.

De la misma forma, se dice que una funcion es derivable a trozos si es derivable en cada punto de
[a, b] salvo, a lo sumo, en un ndmero finito de puntos donde existen y son finitas las derivadas

laterales de la funcion (en el caso particular del extremo del intervalo a solamente se exige
derivabilidad por la derecha y en b por la izquierda).

« Funcion absolutamente integrable:

Se dice que una funcién f(x) es absolutamente integrable en un intervalo, si existe una particion de
éste tal que en cada uno de los subintervalos de esa particién f (x) es integrable.
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Funcién caracteristica:

6(x)—Dl si. xOA
A _8) si. xOA

11.2 Desarrollo de Fourier de una funcion

Bajo una serie de condiciones, se puede expresar una funcién como:

©

a w©
f(x)=-2+ Zan Cos nX + an sen nx
2 n=. n=.
Los coeficientes del desarrollo de Fourier de una funcién se calculan como:

1 21 l 21 1 27T
a, = ;[J;f(x)dx a, = ?[J;f (x) cos kxdx b, = EJ;f(x) sen kxdx

Formula integral de Riemann-Lebesgue:

Sea f(x)una funcién absolutamente integrable en un intervalo [a,b], entonces para todo nimero real
k, se tiene que:

,Iqiﬂff (x)sen (hx +k)dx = 0

,Iqiﬂff (x)cos (hx +k)dx =0

Férmula integral de las sumas parciales de una serie de Fourier:

Sea f(x)una funcién absolutamente integrable en [O,Zrﬂ periédica de periodo 2rm. Denotamos por
a . . .

S,(x) = ?°+ Z (ak coskx +b, sen kx), donde a, yb, son los coeficientes de Fourier de f(x),

entonces:

5. (x) = 2J,‘2‘ fx+2) + f(x-2t) sen 2n+ Dt

E o 2 sent

Teorema de localizaciéon de Riemann:

Sea f una funcién absolutamente integrable en [O,Zn] periddica y de periodo 2Tt, entonces, la serie de
Fourier de la funcién f(x) convergera en x si, y s6lo si, para algin nimero r, tal que 0<r <172
existe:

2 & f(x+2t)+ f(x—2t) sen (2n + 1)t dt

lim—
n-o 11Jo 2 t
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Teorema de Dirichlet:

Sea f(x) una funcion continua a trozos en el intervalo [O,Zn] periddica y de periodo 2T Yy que,
ademads, en cada punto existen las derivadas por la derecha y por la izquierda de f (x), entonces existe
la serie de Fourier asociada a f(x), verificando que dicha serie converge, en cada punto X, hacia:

f!x*!+ f!x’!

2

11.3 Series de Fourier de algunos tipos de funciones

Funciones pares:
Una funcién es par si f(-=x) = f(x).

La serie de Fourier sera:

3

a
f(x)~ =2+ Zan €os nX
VA 4
Donde los coeficientes de Fourier son:

2 0 2
a, =— [ f(x)dx a. =—[ f(x)cosnxdx b =0
0 T[J;() n nJ;() n

Funciones impares:
Una funcién es impar si f(-x) = —f(X) .

La serie de Fourier sera:
f(x) ~ Z f (x) sen nxdx

Donde los coeficientes de Fourier son:

a,=0 a, =0 b, = gff (x) sen nxdx
Tt Jo

Funcidn periddica de periodo 2T:
Se puede convertir a otra funcién de periodo 21t, haciendo el cambio: t = x_]l_—T :

La serie de Fourier queda:

f(x)~ﬂ+ZEancosnz+bnsennEB
2 &0 T T0O
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Cuyos coeficientes seran:

12 _1 .7 XTT _1 ./ XTT
a, —?J'Of(x)dx a, —?J[; f(x)cosn?dx b, ==, f (x) sen n?dx

e Funcion no periddica:
Dada una funcién no periodica f(x), se puede definir otra funcion g(x) a partir de ella que sea

periddica en un determinado intervalo.

e Forma compleja de las series de Fourier:

f(x) ~ icnemx

n=-oo

270 .
C, =iJ' f(x)e"™dx para n=0,21%2,...
21Jo
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Capitulo 12

Espacios de funciones. Series ortogonales

12.1 Definiciones

Sea C [a, b] el conjunto de las funciones definidas de [a, b] en R o C continuas a trozos.

(f+g)x) = f(x)+g(x)
(@cf Jx) =af (x)

(.9)= [ 19000
(f.9)=(0.f)  (f.cg)=c(f.0)
If ool = (¥, f):I:|f(x)|2dx

o Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(.9} <] dl

¢ Desigualdad de Minkowski:

[t +al <[]+l

12.2 Sistemas ortonormales de funciones

b R
Dos funciones f y g son ortogonales si (f , g) =J' f(x)g(x)dx =0.
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Capitulo 13

Transformada de Fourier

13.1 Teorema de la integral de Fourier

Sea f(x) una funcién absolutamente integrable en R y tal que para el punto x se verifica que existen los
S — + S — — -

valores de f(x*) y f(x‘), y que las integrales J’ fx+ = fix dt y fx=t) = fix dt son
o t 0 t

absolutamente convergentes para un cierto & > 0, entonces:

M = %[J’:ﬁ (u) cos[s(u — x)]duds

2

13.2 Transformada integral. Transformada de Fourier

e Transformada integral de la funcion f (t) respecto al nicleo K(t,s):

fK (t,s) f (t)dt

¢ Transformada de Fourier:

K(s,t)=e™
FLf®)]=F(s) :J’_me‘"s ()t

e Transformadas en seno y coseno:

F.[fo)=F.(s)= J:f (t) sen tsdt F.[f 0] =F.(s) = J:f (t) costsdt

* Transformacion inversa de Fourier:

F(t) = %1 I:e“‘ F(s)ds
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13.3 Propiedades de la transformada de Fourier

Linealidad:
F [af +bg]=a F[t]+b F[g]

¢ Cambio de escala:

F [f(at)]=ﬁF§;—§

e Traslacion:

Flft-a)]=e™ F[f#)]

e Otras propiedades:
F [Fo]=2nf (-s)

F et ®]=Fs-k)
F o] =is Ff)]

F(-s) = F(s)

13.4 Convolucién

Dadas dos funciones f y g, se denomina convolucion de ambas, y se representa por f [Jg a una nueva
funcion definida por:

(r 0g)) = [T (0t -0k

- El producto de convolucién es conmutativo.
- El producto de convolucion es asociativo.

* ldentidad de Parseval:

f IF(s) ds = 2nf HOR:

13.5 Transformadas de las funciones elementales

* Funcion rectangulo:

Se define como:
si tO [a, b]

_a
[1ea©=5 § t0fab]
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—ias —ibs

e g
F O

[ 2senbs
o [ [IFICE

» Funcion exponencial:

b(c-is) _ ea(c—is)

Fa MO —

ct —_ 1
a % H[mmg" is-c

_ 1
Fle™|=
[ ] is+1
-2C
F[e°m]=
52 +C2
e Funcion signo:
Se define como:
01 si t>0

sgn(t)zgo si t=0

¢ Otras funciones:
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