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Capítulo 1 
 
 
 

El plano complejo 
 
 
 
1.11.11.11.1    Formas posibles para escribir un número complejoFormas posibles para escribir un número complejoFormas posibles para escribir un número complejoFormas posibles para escribir un número complejo    
 
 

cartesiana binómica polar trigonométrica exponencial 
( )ba,  bia +  θr  ( )θ+θ⋅ sencos ir  θ⋅ ier  

 
 
 
1.21.21.21.2    Propiedades de los números complejosPropiedades de los números complejosPropiedades de los números complejosPropiedades de los números complejos    
 
 2121 zzzz ±=±  2121 zzzz ⋅=⋅  

2
)Im( ;

2
)Re( zzzzzz −=+=  

 zz =  2zzz =⋅  2121 zzzz ⋅=⋅  

 0  si  2
2

1

2

1 ≠= z
z
z

z
z

 zzz ≤≤− )Re(  zzz ≤≤− )Im(  

 2
2

2
1

2
21

2
21 22 zzzzzz ⋅+⋅=−++  2121 zzzz +≤+  2121 zzzz −≤−  

  zz argarg −=  

 

 
1.31.31.31.3    Operaciones con números complejosOperaciones con números complejosOperaciones con números complejosOperaciones con números complejos    
 
• suma: ( ) ( )2121221121 yyixxiyxiyxzz +++=+++=+  
 
• producto: ( ) α+θαθ ρ⋅=ρ⋅=⋅ rrzz 21  
 

• división: 0  si   2
2

1 ≠





ρ

=
ρ

=
α−θα

θ zrr
z
z  

 
• potencias: θ= n

nn rz  
 
• raíces: ( ) 1,...,1,0con    2 −== π+θ nkrz

n
knn  
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• exponencial: ( )bibee az sencos +⋅=  
 
  az ee =  ( ) be z =arg  

 
  122 ln

1
zzz ez ⋅=  

 

• razones trigonométricas: 
2

sen          
2

cos
iziziziz eezeez

−− −=+=  

 
  1cossen 22 =+ zz  
 
  ( ) 212121 sencoscossensen zzzzzz ±=±  
 
  ( ) 212121 sensencoscoscos zzzzzz !=±  
 
  ( ) ( ) zzzz coscos          sensen =−−=−  
 

• razones hiperbólicas: eezeez
zizz −=+=

−

senh          
2

cosh  

 
  1senhcosh =− zz  
 
  ( ) 212121 senhcoshcoshsenhsenh zzzzzz ±=±  
 
  ( ) 212121 senhsenhcoshcoshcosh zzzzzz ±=±  
 
• logaritmos: ( ) Zkkirz ∈π+θ+= con      2ln)(Ln  
 
 
 
1.41.41.41.4    Otras propiedadesOtras propiedadesOtras propiedadesOtras propiedades    
 
 
• Fórmula de De Moivre: ( )[ ] ( )θ+θ⋅=θ+θ⋅= ninrirz nnn sencossencos  
 
• Igualdad de Euler: aiaeai sencos +=  
 
 
1.51.51.51.5    Conjuntos de puntosConjuntos de puntosConjuntos de puntosConjuntos de puntos    
 
 
 Dado un conjunto S, un punto z perteneciente al mismo puede ser: 
 
• punto de acumulación: si cualquier entorno perforado de centro z contiene 

puntos de S. 
 
• conjunto cerrado: un conjunto S es cerrado si contiene a todos sus puntos 

de acumulación. 
 
• conjunto acotado: un conjunto es acotado si se puede hallar una constante 

M tal que Mz <  para todo punto z en S. 
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• punto interior: si existe un entorno de centro z cuyos puntos pertenecen 
todos a S. 

 
• punto exterior: si existe un entorno de centro z donde ningún punto 

pertenezca a S. 
 
• punto frontera: si cualquier entorno de centro z contiene tanto a puntos 

que pertenezcan a S como a puntos que no pertenezcan. 
 
• conjunto abierto: un conjunto S es abierto si consiste únicamente de 

puntos interiores. 
 
• conjunto conexo: un conjunto abierto S es conexo si cualquier par de 

puntos del conjunto pueden ser unidos por un camino 
formado por segmentos recta contenidos en S. 

 
• región abierta o dominio: un conjunto abierto conexo es una región abierta o 

dominio. 
 
• clausura de un conjunto: si a un conjunto S se le agregan sus puntos de 

acumulación, el nuevo conjunto se llama clausura de S y 
es un conjunto cerrado. 

 
• región cerrada: la clausura de una región abierta o dominio se llama 

región cerrada. 
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Capítulo 2 
 
 
 

Función compleja de una variable compleja 
 
 
 
2.12.12.12.1    Definición de Definición de Definición de Definición de función de variable complejafunción de variable complejafunción de variable complejafunción de variable compleja    
 
 Sea A un subconjunto del plano complejo C. Se denomina función compleja de una variable compleja 
a toda aplicación f tal que a cada Az ∈  le hace corresponder un elemento, Czfw ∈= )( . 
 
• dominio: El dominio de una función es el mayor subconjunto de C donde tenga sentido la función. 
 
 Toda función se puede escribir mediante el siguiente par de funciones de dos variables reales: 
 

),(),()( yxivyxuzf +=  
 
 
 
2.22.22.22.2    Límites de funciones. PropiedadesLímites de funciones. PropiedadesLímites de funciones. PropiedadesLímites de funciones. Propiedades    
 
 Definición de límite: 
 

0)(lim
0

>ε∀⇔=
→

Lzf
zz

δ<−<>δ∃ 00/0 zz entonces ε<− Lzf )(  

 
• 

( ) ( )
HyxuLzf

yxyxzz
=⇔=

→→
),(lim)(lim

000 ,,
 y 

( ) ( )
Kyxv

yxyx
=

→
),(lim

00 ,,
 

 
• El límite de una función, si existe, es único. 
 
• Si la función )(zf  tiene límite finito en 0z , existe un entorno de este punto donde dicha función está 

acotada. (se entiende como función acotada aquella que su módulo lo está). 
 
• LzfLzf

zzzz
=⇒=

→→
)(lim)(lim

00

. El recíproco sólo es cierto si 00 =z . 

 
 
2.2.2.2.3333    Continuidad de las funciones elementalesContinuidad de las funciones elementalesContinuidad de las funciones elementalesContinuidad de las funciones elementales    
 
 
 Una función es continua si: 
 
- existe )(lim

0

zf
zz→

 

- existe )( 0zf  
- son iguales 
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 Una función es uniformemente continua si: 
 
- es continua en un entorno cerrado y acotado 
 
 
 
 
• función polinómica: Siempre son continuas. 
 

• función racional: Del tipo 
)(
)()(

zQ
zPzf = . Continuas donde 0)( ≠zQ . 

 
• función exponencial: Siempre son continuas. 
 
• función logarítmica: Del tipo zizzzf arglnln)( +==  con π+α<≤α 2arg z  
  Continuas salvo en los puntos donde α=θ . 
 
• funciones trigonométricas: zsen  y zcos son siempre continuas. 
 
  ztg  sólo es continua donde 0cos ≠z . 
 
• funciones hiperbólicas: Igual que las trigonométricas. 
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Capítulo 3 
 
 
 

Derivada de funciones de variable compleja 
 
 
 
3.13.13.13.1    Definiciones y propiedades elementalesDefiniciones y propiedades elementalesDefiniciones y propiedades elementalesDefiniciones y propiedades elementales    
 
 Sea U un subconjunto abierto del plano complejo C, )(zf  una función de U en C y 0z  un punto de 
U. Diremos que )(zf  es derivable en 0z  si existe el límite: 
 

( ) ( ) ( )0
00

0
0

0 'lim
)()(

lim
0

zf
h

zfhzf
zz

zfzf
hzz

=
−+

=
−
−

→→
 

 
• Si f es derivable en 0z , es continua en dicho punto. 
 
• Una función es analítica en un punto si es derivable en todos los puntos de algún entorno de dicho 

punto. 
 
 Si una función es analítica en todo el plano complejo, se denomina función entera. 
 
 
 
3.23.23.23.2    Condiciones de CauchyCondiciones de CauchyCondiciones de CauchyCondiciones de Cauchy----RiemannRiemannRiemannRiemann    
 
 

f es derivable en ),(0 yxuz ⇔  y ),( yxv  son diferenciables y 
y
v

x
u

∂
∂=

∂
∂  y 

x
v

y
u

∂
∂−=

∂
∂  

 
• Se denomina punto singular de una función a cualquier punto 0z  para el cual, en todo entorno de él, 

existe algún punto donde la función no es derivable. 
 
• Una función es armónica si verifica la ecuación de Laplace: 
 

02

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂=∆

y
U

x
UU  

 
• Si una función es analítica, sus componentes u y v son armónicas. 
 
• Si f es analítica en una región R, entonces ),...(''),(' zfzf  son asimismo analíticas en R, es decir, 

todas las derivadas de orden superior existen en R. 
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3.33.33.33.3    Derivadas de funciones elementalesDerivadas de funciones elementalesDerivadas de funciones elementalesDerivadas de funciones elementales    
 
 

 0=c
dz
d  1−⋅= nn znz

dz
d  

 

 zz ee
dz
d =  aaa

dz
d zz ln=  

 

 zz
dz
d cossen =  zz

dz
d sencos −=  

 

 zz
dz
d 2sectan =  zz

dz
d 2csccot −=  

 

 zzz
dz
d tansecsec ⋅=  zzz

dz
d cotcsccsc ⋅−=  

 

 
z

z
dz
d 1ln =  e

z
z

dz
d

aa log1log =  

 

 
21

1arcsin
z

z
dz
d

−
=  

21

1arccos
z

z
dz
d

−
−=  

 

 21
1arctan
z

z
dz
d

+
=  etc... 
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Capítulo 4 
 
 
 

Integración compleja 
 
 
 
4.14.14.14.1    Curvas. Conjuntos conexosCurvas. Conjuntos conexosCurvas. Conjuntos conexosCurvas. Conjuntos conexos    
 
• arco: )()()( titt β+α=γ  con [ ]bat ,∈  

• arco diferenciable: si las funciones α  y β  son derivables y sus derivadas son continuas. 

• longitud: [ ] [ ]∫ β+α=
b

a
dtttL 22 )(')('  

• arco simple: si no se corta a sí mismo: ( ) ( )2121 tttt γ≠γ⇒≠  

• arco cerrado: si empieza y acaba en el mismo punto: )()( ba γ=γ  
 
• conjunto conexo: si dados dos puntos existe un arco diferenciable a trozos que los une 

tal que todos los puntos del mismo están en el conjunto. 
 
• conjunto simplemente conexo: si su complementario en C es conexo. 
  (si no tiene agujeros) 
 
• dominio: conjunto abierto y conexo 
 
 
 
4.24.24.24.2    Integral complejaIntegral complejaIntegral complejaIntegral compleja    
 
 
Definiciones: 
 

∫∫∫ +=
b

a

b

a

b

a
dttyidttxdttg )()()(  

 

• ( ) ( )∫∫ +=+
b

a

b

a
dttgibadttgiba )()(  

 

• [ ] ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a
dttgdttgdttgtg )()()()( 2121  

 

• ∫∫ ≤
b

a

b

a
dttgdttg )()(  
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Integral de línea: 
 

( ) ( )[ ] [ ]∫∫ ⋅+⋅⋅+=
b

aC
dttyitxtytxvitytxudzzf )(')(')(),()(),()(  

 

[ ]∫∫ =
b

aC
dttztzfdzzf )(')()(  

 
 
Propiedades elementales: 
 

• ∫∫ −=
− CC

dzzfdzzf )()(  

 

• ∫∫∫ +=
21

)()()(
CCC

dzzfdzzfdzzf  

 

• [ ] ∫∫∫ β+α=β+α
CCC

dzzfdzzfdzzgzf )()()()(  

 

• MLdttzzfdzzf
b

aC
≤⋅≤ ∫∫ )(')()(  con M cota superior de )(zf  y L longitud de C 

 
 
 
 
4.34.34.34.3    TeoremasTeoremasTeoremasTeoremas    
 
 
Teorema de Cauchy 
 
 Sea )(zf  una función analítica en un dominio, D, del plano complejo y sea C un arco cerrado y 

diferenciable a trozos tal que, tanto él como su interior, están contenidos en D. Entonces, 

0)( =∫C dzzf . 

 
 
Teorema de Morera 
 

 Recíproco al de Cauchy: si 0)( =∫C dzzf  con )(zf  continua )(zf⇒  es analítica 

 
Teorema de Green 
 
 En el plano real: 
 

∫∫∫ 





∂
∂−

∂
∂=+

S
C

dxdy
y
P

x
QQdyPdx  

 
 En el plano complejo: 
 

( ) ∫∫∫ ∂
∂=

S
C

dA
z
FizzF 2,  
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4.44.44.44.4    PrimitivasPrimitivasPrimitivasPrimitivas    
 

 1con    
1

1

−≠
+

=
+

∫ n
n
zdzz

n
n  ∫ = z

z
dz ln  

 

 zz edze =∫  
a

adza
z

z

ln
=∫  

 

 zzdz cossen −=∫  ∫ = zzdz sencos  

 

 ∫ −== zzzdz coslnseclntan  ∫ = zzdz senlncot  

 

 ( )∫ += zzzdz tanseclnsec  ( )∫ −= zzzdz cotcsclncsc  

 

 ∫ = zzdz tansec2  ∫ −= zzdz cotcsc2  

 

 zzdzz sectansec =∫  zzdzz csccotcsc −=∫  

 

 ∫ = zzdz coshsenh  zzdz senhcosh =∫  

 

 zzdz coshlntanh =∫  zzdz senhlncoth =∫  

 

 ( )zzdz senharctansech =∫  ( )zzdz cosharccotcsch −=∫  

 

 zzdz tanhsech 2 =∫  zzdz cothcsch 2 −=∫  

 

 zzdzz sechtanhsech −=∫  zzdzz cschcothcsch −=∫  

 

 ∫ 


 ±+=
±

22

22
ln azz

az

dz  ∫ =
+ a

z
aaz

dz arctan1
22  

 

 






+
−=

−∫ az
az

aaz
dz ln

2
1

22  ∫ =
− a

z

za

dz arcsen
22

 

 

 










±+
=

±∫ 2222
ln1

zaa

z
azaz

dz  ∫ =
− z

a
aazz

dz arccos1
22

 

 

 


 ±+±±=±∫ 22
2

2222 ln
22

azzaazzdzaz  
a
zazazdzza arcsen

22

2
2222 +−=−∫  

 

 ( )
22

cossensen
ba

bzbbzaedzbze
az

az

+
−=∫  ( )

22

sencoscos
ba

bzbbzaebzdze
az

az

+
+=∫  
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Capítulo 5 
 
 
 

Fórmula de Cauchy 
 
 
5.15.15.15.1    Fórmula integral de CauchyFórmula integral de CauchyFórmula integral de CauchyFórmula integral de Cauchy    
 
 
Proposición: Si )(zg  es una función analítica en un contorno cerrado y simple C junto a su interior 
salvo, a lo sumo, en un punto 0z  interior a C y si C’ es otra curva cerrada y simple contenida en C, que 

contiene en su interior a dicho punto 0z , se tiene que ∫∫ =
'

)()(
CC

dzzgdzzg  

 
 
Proposición: Sea C una curva cerrada y simple y sea 0z  un punto interior a la región que encierra. 
Entonces: 

i
zz

dz
C

π=
−∫ 2

0

 

 
Fórmula integral de Cauchy 
 

( ) ∫ −π
=

C
dz

zz
zf

i
zf

0
0

)(
2
1  

 
Fórmula integral de Cauchy para las derivadas 
 

( )
( )∫ +−π

=
C n

n dz
zz
zf

i
nzf 1

0
0

) )(
2

!  

 
 
• Si )(zf  es analítica en un punto 0z , todas sus derivadas son analíticas en el mismo punto. 
 
 
5.25.25.25.2    Otros teoremasOtros teoremasOtros teoremasOtros teoremas 
 
 
• Desigualdad de Cauchy: si )(zf  es analítica dentro y sobre un círculo C de radio r y centro en 

az = , entonces: 
 

( ) ,...2,1,0con        !) =⋅≤ n
r

nMaf n
n  

 
 Donde M es una constante tal que Mzf <)(  sobre C. 
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Capítulo 6 
 
 
 

Sucesiones y series. Teorema de Taylor 
 
 
6.16.16.16.1    Series numéricasSeries numéricasSeries numéricasSeries numéricas    
 
Definición: Se denomina sucesión de números complejos a toda aplicación f del conjunto de los números 
naturales al de los números complejos. 
 
• Las sucesiones se pueden estudiar atendiendo a su parte real e imaginaria: 
 

yyxxzz nnnnnn
==⇔=

∞→∞→∞→
limy      limlim  

 
• De igual forma para las series: 
 

convergen   y        converge  
111
∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

⇔
n

n
n

n
n

n yxz  

 
• Series absolutamente convergentes: 
 

∑
∞

=1n
nz  es absolutamente convergente  ∑

∞

=

⇔
1n

nz  es convergente 

 
 
 
6.26.26.26.2    Series de funcionesSeries de funcionesSeries de funcionesSeries de funciones    
 
Definición: Sea H un subconjunto de C y una sucesión de funciones ( )zf n , definidas sobre H. Se 

denomina serie de funciones a la serie ( )∑
∞

=1n
n zf . 

 
 
• Al igual que con las series numéricas, si una serie de funciones es absolutamente convergente, es 

convergente. 
 
 
 
6.36.36.36.3    Series de potenciasSeries de potenciasSeries de potenciasSeries de potencias    
 
Las series de potencias son un caso particular de las series de funciones. Se trata de aquellas sucesiones 

de la forma ( ) ( )n
nn zzazf 0−= , cuya serie será ( )∑

∞

=

−
0

0
n

n
n zza . 
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Lema de Abel: Sea ( )∑
∞

=

−
0

0
n

n
n zza  una serie de potencias y supongamos que para un determinado 

00 >r  existe un 0>M  tal que Mra n
n ≤⋅ 0  para todo ,...2,1,0=n  Entonces, para todo número r con 

00 rr <<   la serie ( )∑
∞

=

−
0

0
n

n
n zza  converge absoluta y uniformemente en los discos rzz ≤− 0 . 

 

• Sea ρ  el supremo de todos los r para los que ∑
∞

=

⋅
0n

n
n ra  es convergente. Al número ρ  se le 

denomina radio de convergencia de la serie ( )∑
∞

=

−
0

0
n

n
n zza . 

 
• Si existe cualquiera de los siguientes límites: 
 

R
a
a

Ra
n

n

n
n

nn
==

−
∞→∞→

1

lim          ó         lim  

 
 El radio de convergencia será: 
 

R
1=ρ  

 
 
• Una serie de potencias con radio de convergencia distinto de cero define una función analítica. Es 

infinitamente derivable. 
 
 
 
6.46.46.46.4    Teorema de TaylorTeorema de TaylorTeorema de TaylorTeorema de Taylor    
 
Sea una función ( )zf  analítica dentro y sobre una curva cerrada simple C. Se puede escribir: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )n
n

zz
n

zf
zz

zf
zz

zf
zzzfzfzf 0

0
)

3
0

02
0

0
000 !

...
!3

''
!2

''
' −++−+−+−⋅+=  

 
• La región de convergencia de la serie anterior está dada por Rzz <− 0 , donde el radio de 

convergencia R es la distancia desde z0 a la singularidad más próxima de la función ( )zf . 
 
• Si se toma el valor 00 =z  se obtiene la serie de MacLaurin. 
 
• Algunas series importantes: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1
!

1...1...
!2

111

1
12

1...
53

arctan

11...
32

1ln

!22
1...

!4!2
1cos

!12
1...

!5!3
sen 

!
...

!3!2
1

2

12
1

53

1
32

22
1

42

12
1

53

32

<+−−++−++=+

<
−

−−+−=

<−−+−=+

∞<
−

−−+−=

∞<
−

−−+−=

∞<+++++=

−
−

−

−
−

−
−

zz
n

npppzpppzz

z
n

zzzzz

z
n
zzzzz

z
n
zzzz

z
n
zzzzz

z
n
zzzze

np

n
n

n
n

n
n

n
n

n
z
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Capítulo 7 
 
 
 

Teoremas sobre funciones analíticas 
 
 
7.17.17.17.1    Desigualdades de CauchyDesigualdades de CauchyDesigualdades de CauchyDesigualdades de Cauchy    
 
Sea ( )zf  una función analítica en un disco abierto centrado en 0z  y de radio R. Si Rr <<0 , denotamos 
por ( ) ( ){ }rzzzfrzM f =−= 00 ;max, . Entonces se verifica que para ,...2,1,0=n  es: 
 

( ) ( )rzM
r
nzf fn

n ,!
00

) ≤  

 
 
 
7.27.27.27.2    Teorema de LiouvilleTeorema de LiouvilleTeorema de LiouvilleTeorema de Liouville    
 
Si ( )zf  es una función entera y acotada, es decir, ( ) Mzf ≤  para todo Cz ∈  entonces ( )zf  es una 
función constante. 
 
 
 
7.37.37.37.3    Teorema fundamental del álgebraTeorema fundamental del álgebraTeorema fundamental del álgebraTeorema fundamental del álgebra    
 
Todo polinomio de grado mayor o igual que uno con coeficientes complejos admite, al menos, una raíz 
compleja. 
 
 
 
 
7.47.47.47.4    Principio de los ceros aisladosPrincipio de los ceros aisladosPrincipio de los ceros aisladosPrincipio de los ceros aislados    
 
• Sea D un dominio de C y ( )zf  una función analítica en él. Supongamos que existe una sucesión de 

puntos de D, ( ) Nnnz ∈  tal que 0lim zzn =  con 0zzn ≠  y ( ) 0=nzf  para todo ,...2,1=n  Entonces, 
( ) 0=zf  para todo z de D. 

 
• Sea ( )zf  una función analítica en D, no idénticamente nula. Entonces, los ceros de ( )zf  en D son 

aislados. 
 
• Si dos funciones definidas en un dominio D coinciden en un cierto entorno, entonces coinciden en 

todo D. 
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7.57.57.57.5    Principio del módulo máximoPrincipio del módulo máximoPrincipio del módulo máximoPrincipio del módulo máximo 
 
• Si ( )zf  es una función analítica y no constante en un dominio D, entonces ( )zf  no alcanza el 

máximo en D. 
 
• Si ( )zf es analítica en un conjunto A cerrado y acotado y ( )zf  no es constante, el máximo de ( )zf  

se alcanza en un punto de la frontera de A. 
 
 
 
7.67.67.67.6    Teorema del argumentoTeorema del argumentoTeorema del argumentoTeorema del argumento    
 
• Sea ( )zf  una función analítica en una curva C cerrada junto a su interior, salvo en un punto 0z  donde 

tiene una singularidad que es un polo de orden p, y sea 1z  un cero de ( )zf  de orden m. Entonces, se 
verifica: 

 
( )
( ) pmdz
zf
zf

i C
−=

π ∫
'

2
1  

 
• Si ( )zf  es analítica en una curva cerrada y simple junto a su interior salvo en un número finito de 

polos, cuya suma de órdenes es P, y posee un número finito de ceros, también aislados, con suma de 
multiplicidades M, entonces: 

 
( )
( ) PMdz
zf
zf

i C
−=

π ∫
'

2
1  

 
 
 
 
7.77.77.77.7    FFFFórmulas integrales de Poissonórmulas integrales de Poissonórmulas integrales de Poissonórmulas integrales de Poisson    
 
 
• Fórmula integral de Poisson para un círculo: 
 

( ) ( ) ( )∫
π

θα θ
+θ−α−

−
π

=
2

0 22

22

Re
cos22

1 df
rRrR

rRref ii  

 
 Si definimos f como ( ) ( ) ( )α⋅+α=α ,,, rvirurf : 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∫
π

π

θθ
+θ−α−

−
π

=α

θθ
+θ−α−

−
π

=α

2

0 22

22

2

0 22

22

,
cos22

1,

,
cos22

1,

dRv
rRrR

rRrv

dRu
rRrR

rRru
 

 
 
 
• Fórmula integral de Poisson para un semiplano: 
 

( ) ( )
( )∫

+∞

∞− +−
⋅

π
= dt

yxt
tfyzf

22

1  
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 Si definimos f como ( ) ( ) ( )yxviyxuyxf ,,, ⋅+= : 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

+−
⋅

π
=

+−
⋅

π
=

dt
yxt

tvyyxv

dt
yxt

tuyyxu

22

22

0,1,

0,1,
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Capítulo 8 
 
 
 

Series de Laurent 
 
 
8.18.18.18.1    Teorema de LaurentTeorema de LaurentTeorema de LaurentTeorema de Laurent    
 
Sea { }201 / RzzRCzD <−<∈=  con 210 RR <<  y una función ( )zf , analítica en D. Entonces, para 
cada Dz ∈ , se verifica que: 
 

( ) ( )
( )∑∑

∞

=

∞

= −
+−=

1 00
0

n
n

n

n

n
n zz

b
zzazf  

Donde: 
 

( )
( )

( ) ( )∫∫ Γ

−

Γ + −⋅
π

=
−π

= dwzwwf
i

bdw
zw
wf

i
a n

nnn
1

01
0 2

1 y                   
2
1  

 
 
Esto también se puede escribir de la forma: 
 

( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

n
n zzczf 0  

 
Donde: 
 

( )
( )∫Γ +−π

= dw
zw
wf

i
c nn 1

02
1  

 
• Toda función analítica se puede expresar mediante su desarrollo de Laurent. El desarrollo de Taylor 

de una función es una parte del desarrollo de Laurent (más concretamente, aquella formada por los 
términos na ). 

 
• Por lo tanto, si una función no tiene puntos singulares, su desarrollo en series de potencias será de la 

forma Taylor. Si incorpora singularidades, el desarrollo será de Laurent, quedando un desarrollo de 
Taylor si las singularidades son evitables. 

 
• Al conjunto de elementos de la serie de Laurent que tienen los términos na  se le llama parte 

analítica, y a los términos de nb  se la llama parte principal. 
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8.28.28.28.2    Algunos desarrollos especialesAlgunos desarrollos especialesAlgunos desarrollos especialesAlgunos desarrollos especiales    
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





 +

π+
+

π+
+

π+
+=











+

π+
+

π+
+

π+
=











−

+π
+

+π
−

+π
π=






 −

π+
+

π+
−

π+
−=






 +

π−
+

π−
+

π−
+=











+

−π
+

−π
+

−π
=











−

−π
+

−π
−

−π
π=






 −

π−
+

π−
−

π−
−=

...
9

1
4

1121coth

...
25

1
23

1
2

12tanh

...
25

5
23

3
2

1sech 

...
9

1
4

1121csch 

...
9

1
4

1121cot

...
25

1
23

1
2

12tan

...
25

5
23

3
2

1sec

...
9

1
4

1121csc

222222

222222

222222

222222

222222

222222

222222

222222

zzz
z

z
z

zzz
zz

zzz
z

zzz
z

z
z

zzz
z

z
z

zzz
zz

zzz
z

zzz
z

z
z

 

 
 
Por último, no conviene olvidar los siguientes desarrollos de potencias, útiles para el cálculo de series de 
Laurent: 
 

...1
1

1

...1
1

1

32

32

+−+−=
+

++++=
−

www
w

www
w  

 
Siempre que sea 1<w . 
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Capítulo 9 
 
 
 

Residuos y aplicaciones 
 
 
9.19.19.19.1    Singularidades. ClasificaciónSingularidades. ClasificaciónSingularidades. ClasificaciónSingularidades. Clasificación    
 
 
Atendiendo a la forma que presenta el desarrollo de Laurent de una función, podremos determinar el tipo 
de singularidad que presenta. 
 
Si una función tiene alguna singularidad, entonces: 
 
• Si todos los coeficientes de la parte principal del desarrollo de Laurent son nulos, entonces la 

singularidad es evitable. 
 
• Si la parte principal del desarrollo de Laurent posee un número finito de términos, dados por: 
 

( ) ( )n
n

zz
a

zz
a

zz
a

0
2

0

2

0

1 ...
−

++
−

+
−

−−−  

 
 Se dice que 0zz =  es un polo de orden n. 
 
• Si existen infinitos términos en la parte principal, será una singularidad esencial. 
 
 
 
9.29.29.29.2    ResiduosResiduosResiduosResiduos    
 
 
Se denomina residuo de la función ( )zf  en el punto 0z  y se representa por ( )[ ]0; Res zzzf =  o ( )01 za−  
al coeficiente b que aparece en el desarrollo en series de Laurent de la función ( )zf  en potencias de 

0zz − . 
 
• Para poder calcular un residuo, se emplea la siguiente fórmula: 
 

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]zfzz
dz
d

k
zzzf k

k

k

zz 01

1

0 !1
1lim; Res

0

−
−

== −

−

→
 

 
 Donde k es el orden del polo correspondiente. 
 
 
• Teorema del residuo: Sea ( )zf  una función analítica en una curva simple C, y cerrada junto a su 

interior salvo en un número finito de puntos nzzz ,...,, 21 del interior de esa curva. Entonces: 
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( ) ( )[ ]∑∫
=

=π=
n

j
j

C
zzzfidzzf

1

; Res2  

 

• También podemos calcular los residuos definiendo una función ( )zg  tal que ( ) ( )
( )kzz

zgzf
0−

= , 

siempre que ( ) 00 ≠zg . Entonces: 
 

( )[ ] ( )
( )!1

; Res 0
)1

0 −
==

−

k
zg

zzzf
k

 

 
 Y si es un polo simple: 
 

( )[ ] ( )00; Res zgzzzf ==  
 
 
9.39.39.39.3    Cálculo de integrales realesCálculo de integrales realesCálculo de integrales realesCálculo de integrales reales    
 
 
Como regla general, deberemos escoger un recinto adecuado para el cálculo de la integral. Aplicando el 
teorema del residuo, igualaremos la integral a la suma de los residuos asociados a las singularidades del 
interior, multiplicado por iπ2 . Entonces, descompondremos la integral en suma de integrales a lo largo 
del recinto, haciendo tender por último ∞→R . 
 
Veremos algunos casos usuales: 
 

• Integrales de la forma ( )∫
π2

0
cos,sen dxxxH  

 
 Donde H  es una función racional. 
 
 Se resuelven haciendo el cambio: 
 

iz
dzdxzzx

i
zzx =+=−=

−−

          
2

cos          
2

sen 
11

 

 
 La integral queda, entonces: 
 

( ) ( )[ ]∑∫
=

π
=π=

n

j
jzzzfidxxxH

1

2

0
; Res2cos,sen  

 
 

• Integrales de la forma ( )∫
+∞

∞−
dxxH  

 
 Siempre que H no tenga polos en el eje real, y el grado del polinomio del denominador es, al menos, 

dos grados mayor que el del polinomio numerador. 
 
 Tomando como recinto de integración una semicircunferencia de radio R donde ( ) 0Im ≥z , queda: 
 

[ ]

AdxxHPVdxxH

zzzHiiBA

R

RR

k

j
j

==

=π=+

∫∫

∑
∞

∞−−∞→

=

)(..)(lim

);( Res2
1  
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• Integrales de la forma ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
dxexHxdxxHxdxxH ix)( ;cos)( ;sen  )(  

 
 Donde 0)(lim =

∞→
xH

x
 y no tiene polos sobre el eje real. 

 
 Se resuelven igual que las anteriores, teniendo en cuenta la desigualdad de Jordan: 
 

R
dteR tR π<> ∫

π
−

0

sen    entonces   0  Si  

 

• Integrales de la forma ∫
∞

0

)( dx
x

xH
a  con 10 << a  

 
 Se resuelven rodeando la singularidad. La integral que queda es: 
 

∫∫∫∫∫ δ π−

δ
+++=

δ

R

iaaC aaC aC a dx
ex

xHdz
z

zHdx
x

xHdz
z

zHdz
z

zH
R

2

)()()()()(  

 
 Haciendo ∞→R  y 0→δ . 
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Capítulo 10 
 
 
 

Transformaciones. Aplicaciones 
 
 
10.110.110.110.1    Transformación conformeTransformación conformeTransformación conformeTransformación conforme    
 
 
Una función ( )zf  de variable compleja diremos que es conforme en un punto 0z  si es analítica en ese 
punto y, además, es ( ) 0' 0 ≠zf . 
 
• Una función es armónica si verifica la ecuación de Laplace: 
 

0    armónica es  ),( 2

2

2

2
2 =

∂
∂+

∂
∂=∆=∇⇔

y
U

x
UUUyxU  

 
• Problema de Dirichlet: 
 
 Encontrar una función ( )yxu ,   derivable dos veces, verificando: 
 

 - 02

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y
u

x
u  

 
 - ( ) 0, uyxu =  
 
 
• Problema de Neumann: 
 
 Encontrar una función ( )yxu ,  derivable dos veces, verificando: 
 

 - 02

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y
u

x
u  

 

 - 0=
∂
∂
n
u
"  
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10.210.210.210.2    Transformaciones elementalesTransformaciones elementalesTransformaciones elementalesTransformaciones elementales    
 
 
• Traslación: 
 
 Se denomina traslación a la aplicación bzw += , donde b es un número complejo dado. 
 
 Esta aplicación se puede escribir como: 
 

0

0

yyv
xxu

+=
+=

 

 
 
• Transformación lineal: 
 
 Se denomina transformación lineal a la aplicación bazw += , donde a y b son números complejos y 

0≠a . 
 
 Esta aplicación se puede escribir como composición de las aplicaciones: 
 

azZbZw =+=            
 
 Esta transformación supone una dilatación, un giro y una traslación. 
 
 
• Transformación bilineal: 
 
 Se denomina transformación bilineal a la aplicación: 
 

dcz
bazw

+
+=  

 
 Debemos imponer las siguientes condiciones: 
 
 - 0≠c  
 
 - 0≠− adbc  
 
 Esta transformación se puede escribir de la forma: 
 

dczc
adbc

c
aw

+
−+= 1  

 
 Se puede entender como la composición de las siguientes aplicaciones: 
 

dczZ
Z

UU
c

adbc
c
aw +==−+=           1           

 
• Exponencial: son de la forma zew = . 
 
• Logarítmica: son de la forma ( )zw ln= , que es analítica en todo el plano complejo salvo en una 

semirrecta con origen en 0=z . 
 
• Potencial: son de la forma mzw = , analítica en todo el plano complejo salvo en 0=z . 
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Capítulo 11 
 
 
 

Series de Fourier 
 
 
11.111.111.111.1    Nociones preliminaresNociones preliminaresNociones preliminaresNociones preliminares    
 
 
• Función periódica: 
 
 Función periódica de período p2 : 

( ) ( )xfpxf =+ 2  
 
- Si una función periódica tiene de período p2 , también es periódica y de período np2 , donde n es 

cualquier número entero distinto de cero. 
 
- Dada una función periódica ( )xf , de período p2 , para todo 0≠l  se puede encontrar otra, a partir de 

ella, también periódica y de período l2 . Basta con hacer el cambio: 
 






==

l
tpftg

p
lxt )(           

 

- Si ( )xf  es periódica y de período p2  entonces ( ) ( )∫∫
+

+
=

pb

pa

b

a
dxxfdxxf

2

2
. 

 
• Funciones continuas y derivables a trozos: 
 
 Dada una función ( )xf , con valores reales o complejos, definida en un intervalo [ ]ba, , se dice que es 

continua a trozos si existe una partición de dicho intervalo, bxxxxa n =<<<<= ...210  tal que 
( )xf es continua en cada subintervalo ( )1, +ii xx  para 1,...,1,0 −= ni  y existen, y son finitos, los 

límites por la derecha de los puntos ix  para 1,...,1,0 −= ni  y los límites por la izquierda de ix  para 
ni ,...,2,1= . 

 
 De la misma forma, se dice que una función es derivable a trozos si es derivable en cada punto de 

[ ]ba,  salvo, a lo sumo, en un número finito de puntos donde existen y son finitas las derivadas 
laterales de la función (en el caso particular del extremo del intervalo a solamente se exige 
derivabilidad por la derecha y en b por la izquierda). 

 
 
• Función absolutamente integrable: 
 
 Se dice que una función ( )xf  es absolutamente integrable en un intervalo, si existe una partición de 

éste tal que en cada uno de los subintervalos de esa partición ( )xf  es integrable. 
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• Función característica: 
 





∉
∈

=δ
Ax
Ax

xA si0
si1

)(  

 
 
 
11.211.211.211.2    Desarrollo de Fourier de una funciónDesarrollo de Fourier de una funciónDesarrollo de Fourier de una funciónDesarrollo de Fourier de una función    
 
Bajo una serie de condiciones, se puede expresar una función como: 
 

∑∑
∞

=

∞

=

++=
11

0 sen  cos
2

)(
n

n
n

n nxbnxa
a

xf  

 
• Los coeficientes del desarrollo de Fourier de una función se calculan como: 
 

∫∫∫
πππ

π
=

π
=

π
=

2

0

2

0

2

0
0 sen  )(1          cos)(1          )(1 kxdxxfbkxdxxfadxxfa kk  

 
 
• Fórmula integral de Riemann-Lebesgue: 
 
 Sea )(xf una función absolutamente integrable en un intervalo [ ]ba, , entonces para todo número real 

k, se tiene que: 
 

( )

( ) 0 cos)(lim

0sen  )(lim

=+

=+

∫
∫

∞→

∞→

b

ah

b

ah

dxkhxxf

dxkhxxf
 

 
 
• Fórmula integral de las sumas parciales de una serie de Fourier: 
 
 Sea )(xf una función absolutamente integrable en [ ]π2,0  periódica de período π2 . Denotamos por 

( )∑
=

++=
n

k
kkn kxbkxa

a
xS

1

0 sen  cos
2

)( , donde nn ba y   son los coeficientes de Fourier de )(xf , 

entonces: 
 

∫
π

+−++
π

= 2

0 sen 
)12(sen 

2
)2()2(2)( dt

t
tntxftxfxSn  

 
 
• Teorema de localización de Riemann: 
 
 Sea f una función absolutamente integrable en [ ]π2,0  periódica y de período π2 , entonces, la serie de 

Fourier de la función )(xf convergerá en x si, y sólo si, para algún número r, tal que 20 π<< r  
existe: 

 

∫ +−++
π∞→

r

n
dt

t
tntxftxf

0

)12(sen 
2

)2()2(2lim  
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• Teorema de Dirichlet: 
 
 Sea )(xf  una función continua a trozos en el intervalo [ ]π2,0  periódica y de período π2  y que, 

además, en cada punto existen las derivadas por la derecha y por la izquierda de )(xf , entonces existe 
la serie de Fourier asociada a )(xf , verificando que dicha serie converge, en cada punto x, hacia: 

 
( ) ( )

2

−+ + xfxf  

 
 
 
11.311.311.311.3    Series de Fourier de algunos tipos de funcionesSeries de Fourier de algunos tipos de funcionesSeries de Fourier de algunos tipos de funcionesSeries de Fourier de algunos tipos de funciones    
 
 
• Funciones pares: 
 
 Una función es par si )()( xfxf =− . 
 
 La serie de Fourier será: 
 

∑
∞

=

+
1

0 cos
2

~)(
n

n nxa
a

xf  

 
 Donde los coeficientes de Fourier son: 
 

0          cos)(2          )(2
00

0 =
π

=
π

= ∫∫
ππ

nn bnxdxxfadxxfa  

 
 
• Funciones impares: 
 
 Una función es impar si )()( xfxf −=− . 
 
 La serie de Fourier será: 
 

∑
∞

=1

sen  )(~)(
n

nxdxxfxf  

 
 Donde los coeficientes de Fourier son: 
 

∫
π

π
===

0
0 sen  )(2          0          0 nxdxxfbaa nn  

 
 
 
• Función periódica de período 2T: 
 

 Se puede convertir a otra función de período π2 , haciendo el cambio: 
T

xt π= . 

 
 La serie de Fourier queda: 
 

∑
∞

=






 π+π+

1

0 sen  cos
2

~)(
n

nn T
xnb

T
xna

a
xf  
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 Cuyos coeficientes serán: 
 

∫∫∫ π=π==
T

n

T

n

T
dx

T
xnxf

T
bdx

T
xnxf

T
adxxf

T
a

2

0

2

0

2

0
0 sen  )(1         cos)(1          )(1  

 
 
• Función no periódica: 
 
 Dada una función no periódica )(xf , se puede definir otra función )(xg  a partir de ella que sea 

periódica en un determinado intervalo. 
 
 
• Forma compleja de las series de Fourier: 
 

,...2,1,0   para   )(
2
1

~)(

2

0
±±=

π
= ∫

∑

π
−

∞

−∞=

ndxexfC

eCxf

inx
n

n

inx
n
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Capítulo 12 
 
 
 

Espacios de funciones. Series ortogonales 
 
 
12.112.112.112.1    DefinicionesDefinicionesDefinicionesDefiniciones    
 
 
Sea C [ ]ba,  el conjunto de las funciones definidas de [ ]ba,  en R o C continuas a trozos. 
 

( )
( ) )()(

)()()(
xfaxfa

xgxfxgf
⋅=⋅
+=+

 

 
 

( ) ∫=
b

a
dxxgxfgf )()(,  

 
( ) ( ) ( ) ( )gfccgffggf ,,         ,, ==  

 

( ) ∫==
b

a
dxxfffxf 22 )(,)(  

 
 
• Desigualdad de Cauchy-Schwarz: 
 

( ) gfgf ⋅≤,  
 
• Desigualdad de Minkowski: 
 

gfgf +≤+  
 
 
 
12.212.212.212.2    Sistemas ortonormales de funcionesSistemas ortonormales de funcionesSistemas ortonormales de funcionesSistemas ortonormales de funciones    
 
 

Dos funciones f y g son ortogonales si ( ) 0)()(, == ∫
b

a
dxxgxfgf . 
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Capítulo 13 
 
 
 

Transformada de Fourier 
 
 
13.113.113.113.1    Teorema de la integral de FourierTeorema de la integral de FourierTeorema de la integral de FourierTeorema de la integral de Fourier    
 
 
Sea )(xf  una función absolutamente integrable en R y tal que para el punto x se verifica que existen los 

valores de ( )+xf  y ( )−xf , y que las integrales ( )∫
δ +−+

0

)( dt
t

xftxf  y ( )∫
δ −−−

0

)( dt
t

xftxf  son 

absolutamente convergentes para un cierto 0>δ , entonces: 
 
 

( ) ( ) [ ]∫ ∫
∞ ∞

∞−

−+

−
π

=+
0

)(cos)(1
2

dsduxusufxfxf  

 
 
 
13.213.213.213.2    Transformada integral. Transformada de FourierTransformada integral. Transformada de FourierTransformada integral. Transformada de FourierTransformada integral. Transformada de Fourier    
 
 
• Transformada integral de la función )(tf  respecto al núcleo ),( stK : 
 

∫
∞

∞−
dttfstK )(),(  

 
 
• Transformada de Fourier: 
 
 itsetsK −=),(  

F [ ] ∫
∞

∞−

−== dttfesFtf its )()()(  

 
• Transformadas en seno y coseno: 
 

F [ ]           sen  )()()(
0∫
∞

== tsdttfsFtf ss  F [ ] ∫
∞

==
0

cos)()()( tsdttfsFtf cc  

 
 
• Transformación inversa de Fourier: 
 

∫
∞

∞−π
= dssFetf ist )(

2
1)(  
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13.313.313.313.3    Propiedades de la transformada dePropiedades de la transformada dePropiedades de la transformada dePropiedades de la transformada de Fourier Fourier Fourier Fourier    
 
 
• Linealidad: 

F [ ] abgaf =+  F [ ] bt +  F [ ]g  
 
• Cambio de escala: 

F [ ] 




=

a
sF

a
atf 1)(  

 
• Traslación: 

F [ ] isaeatf −=− )(  F [ ])(tf  
 
• Otras propiedades: 

F [ ] )(2)( sftF −π=  
 

F [ ] )()( ksFtfeikt −=  
 

F [ ] istf =)('  F [ ])(tf  
 

)()( sFsF =−  
 
 
13.413.413.413.4    ConvoluciónConvoluciónConvoluciónConvolución    
 
 
Dadas dos funciones f y g, se denomina convolución de ambas, y se representa por gf ∗  a una nueva 
función definida por: 
 

( ) ∫
∞

∞−
−=∗ dxxtgxftgf )()()(  

 
- El producto de convolución es conmutativo. 
- El producto de convolución es asociativo. 
 
 
 
• Identidad de Parseval: 
 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
π= dttfdssF 22 )(2)(  

 
 
 
13.513.513.513.5    Transformadas de las funciones elementalesTransformadas de las funciones elementalesTransformadas de las funciones elementalesTransformadas de las funciones elementales    
 
 
• Función rectángulo: 
 
 Se define como: 

[ ]
[ ]
[ ]




∉
∈

=∏ bat
bat

t
ba ,si0

,si1
)(

,
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F
[ ] is

eet
ibsias

ba

−− −=



∏ ,

)(  

 

F
[ ] s

bst
bb

sen  2)(
,

=



∏ −

 

 
• Función exponencial: 
 

F [ ] isc
eete

iscaiscb

ba

ct

−
−=





−−

∏
)()(

,
)(  

 

F
[ ) cis

tect

−
=



 ∏ ∞

1)(
,0

 

 

F [ ]
1

1
+

=−

is
e t  

 

F [ ] 22

2
cs
ce tc

+
−=  

 
• Función signo: 
 
 Se define como: 








<−
=
>

=
0si1
0si0
0si1

)sgn(
t
t
t

t  

 

F [ ]
is

t 2)sgn( =  

 
• Otras funciones: 
 

F [ ] a
s

at e
a

e 4

2

2 −− π=  

 

F sce
cct
π−=





+ 22

1  

 
 


